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UNE PROPRIÉTÉ DU GROUPE À 168 ÉLÉMENTS
R. GOBLOT
Soit K un orps ommutatif, E un espae ane sur K de dimension n, E
l'espae des veteurs de E , G le groupe ane et T le sous-groupe des translations
de E , G ∼ G/T le groupe linéaire de E. Pour tout ϕ ∈ G, on note ϕ l'appliation
linéaire assoiée dans G. Pour tout f ∈ G et tout a ∈ E , on note fa l'appliation
ane xant a d'appliation linéaire assoiée f . À tout a ∈ E orrespond don la
setion
sa : G →֒ G , f 7→ fa
L'objet de e travail est de montrer le théorème suivant :
Théorème a) Toute setion s : G → G est du type sa à l'exeption du as où
K = F2 et n = 3.
b) On suppose K = F2 et n = 3. Soit F l'ensemble des sous-groupes de G de
ardinal 7. Pour tout M ∈ F , soit N(M) le normalisateur de M . L'ensemble F
est muni d'une struture anonique de F2-espae ane de dimension 3 d'espae
des veteurs E : pour M1 et M2 distints de F , N(M1) ∩ N(M2) = {I, g, g
2} est
un sous-groupe de G d'ordre 3. On pose
−−−−→
M1M2 =
−→ε où −→ε est le veteur de E
xe par g. L'opération de G sur F par onjugaison donne une setion de G dans
le groupe ane de F sans point xe.
c) L'ensemble E ′ des isomorphismes anes E → F induisant l'identité sur E
a une struture anonique de F2-espae ane de dimension 3 de même espae
vetoriel assoié E et de même groupe ane G que E . L'ensemble des setions
G →֒ G, de ardinal 16, est en bijetion anonique ave E ∪E ′. Les espaes anes
E et E ′ jouent le même rle l'un par rapport à l'autre.
Cas où K n'est pas F2. Il s'agit de montrer si K 6= F2, toute setion est du type
sa où a ∈ E .
Soit s une setion et λ 6= 1 dans K×. L'image par s de l'homothétie vetorielle
λIE se remonte par s en une homothétie ane hom(a, λ) de rapport λ et de entre
a. Soit f ∈ G et ϕ = s(f). L'homothétie vetorielle λIE ommute ave f , don
s(λIE) = hom(a, λ) ommute ave s(f) = ϕ. On a don
ϕ(a) =
(
ϕ ◦ hom(a, λ)
)
(a) =
(
hom(a, λ) ◦ ϕ
)
(a) =
(
hom(a, λ)
)(
ϕ(a)
)
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don l'homothétie ane hom(a, λ) laisse xes a et ϕ(a). On a don ϕ(a) = a et
s est la setion sa envoyant G en le stabilisateur de a. Ce raisonnement tombe en
défaut si K = F2 ar il n'existe auun λ 6= 1.
Dans toute la suite, le orps est supposé être F2. Dans la setion 1, on étudie
les sous-groupes de G. On sait que le groupe à 168 éléments se présente aussi sous
l'aspet de PSL(2,F7). Cei est évoqué sans démonstration dans la remarque 1.7.
Les setions 2 et 3 développent respetivement les points b) et c) du théorème.
La setion 4 étudie les F2-espaes anes de dimension supérieure ou égale à 4.
1. Sous groupes du groupe G
1.1 Plans projetifs sur F2. Le ardinal de G est elui de l'ensemble des bases
de E, soit 7 × 6 × 4 = 168. Le groupe multipliatif F×2 étant réduit à l'unité, la
géométrie vetorielle en dimension 3 sur E et la géométrie projetive en dimension
2 sur le plan projetif P(E) se onfondent et on a une bijetion anonique
E \ {
−→
0 } → P(E) , −→v 7→ v
On notera de la même façon une appliation linéaire inversible f : E → E et
l'homographie f : P(E)→ P(E) assoiée. La donnée d'une base (−→e1 ,
−→e2 ,
−→e3 ) de E
équivaut à la donnée d'un triangle non aplati (e1, e2, e3) de P(E), qui se omplète
d'unique façon en un repère (e1, e2, e3, e4) de P(E) où e4 est l'unique point de
P(E) ne se trouvant sur auun des tés du triangle. Une homographie est don
dénie par la donnée d'un triangle et du triangle image.
Le plan projetif P(E) omporte 7 points et 7 droites. Par haque point passent
3 droites et sur haque droite on a 3 points. La gure suivante onstituée d'un tri-
angle abc et de 3 droites (ap), (bq), (cr) onourantes en o permet de se représen-
ter un plan projetif sur F2 en onvenant de onsidérer p, q, r omme alignés.
L'ensemble des 7 droites de P(E) onstitue le plan projetif dual P(E∗) = P∗(E).
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Proposition 1. Soit P un ensemble de points, P ∗ un ensemble de ardinal
supérieur à 1 de droites. On suppose vériées les onditions d'inidene suiv-
antes :
- pour toute droite, il existe exatement trois points en inidene ave ette
droite,
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- pour toute paire de deux points distints, il existe une unique droite en
inidene ave es deux points,
- pour toute paire de deux droites distintes, il existe un unique point en
inidene ave es deux droites.
Alors P a une struture de F2-plan projetif et P
∗
s'identie à l'ensemble des
droites de P . Pour qu'une bijetion h : P → P soit une homographie, il faut et il
sut qu'elle onserve l'alignement.
Montrons qu'un point o est en inidene ave exatement 3 droites. Soit m1
distint de o. Comme (om1) n'est pas la seule droite, il existe un point m2 non sur
(om1). Soitm3 le troisème point de la droiteD = (m1m2). Les trois droites (om1),
(om2), (om3) sont en inidene ave o. S'il existait une quatrième droite, elle
ouperait D en un quatrième point e qui est impossible. Pour tout i ∈ {1, 2, 3},
soitm′i le troisème point de la droite (omi), alors P = {o,m1, m
′
1, m2, m
′
2, m3, m
′
3}
est de ardinal 7.
Adjoignons un élément
−→
0 à P . Un élément sera noté x ou −→x selon qu'on le
onsidère omme appartenant à P ou à E = P ∪{
−→
0 }. On dénit sur E l'addition
suivante :
- ∀−→x ∈ E , −→x +
−→
0 =
−→
0 +−→x = −→x ,
- ∀−→x ∈ E , −→x +−→x =
−→
0 ,
- pour
−→x et −→y distints de
−→
0 et entre eux, −→x +−→y = −→z où z est le troisième
point de la droite en inidene ave x et y.
Montrons que ette addition est assoiative : (−→α +
−→
β ) + −→γ = −→α + (
−→
β + −→γ ).
Regardons le as où α, β, γ sont distints non alignés. On pose
−→
δ = −→α +
−→
β et
−→ε =
−→
β +−→γ . Alors *
(−→α +
−→
β ) +−→γ =
−→
δ +−→γ = −→σ
−→α + (
−→
β +−→γ ) = −→α +−→ε = −→σ
où σ est l'unique point en inidene ave les droites (δγ) et (αε).
Alors E, de ardinal 8, a une struture de F2-espae vetoriel de dimension 3,
P s'identie au plan P(E) et P ∗ au dual de P .
Montrons que si une bijetion h : P → P onserve l'alignement, alors 'est
une homographie. On prolonge h à E en posant h(
−→
0 ) =
−→
0 . Soit −→x , −→y non
nuls et distints dans E, −→z = −→x + −→y . Alors x, y, z sont alignés distints, don
h(x), h(y), h(z) sont alignés distints, d'où h(−→x ) + h(−→y ) = h(−→z ) et h : E → E
est bien linéaire.
4 R. GOBLOT
1.2 Sous-groupes isomorphes à S4. Soit D une droite de P(E). L'ensemble P(E)\
D est formé de quatre points et onstitue un repère projetif de P(E). Considérant
l'ation du stabilisateur St(D) de D sur le quadrilatère P(E) \D, on obtient un
isomorphisme St(D) ∼ S4. Soit G(D) ∼ S3 le groupe des homographies de D.
L'appliation restrition à D dénit un morphisme St(D) ∼ S4 → G(D) ∼ S3
dont le noyau est un groupe de Klein Kl(D) : l'ensemble des h ∈ G induisant
l'identité sur D. Ce groupe Kl(D) est formé de l'identité et de trois involutions,
haune induisant deux transpositions disjointes sur le quadrilatère P(E)\D. On
a 7 droites dans P(E), une lasse de onjugaison de 7 groupes St(D) et une lasse
de onjugaison de 7 groupes de Klein Kl(D).
Dualement, le stabilisateur St(ε) d'un point ε est isomorphe à S4. Le sous-
groupe de Klein Kl(ε) est formé des homographies laissant stable haune des
trois droites passant par ε. Une involution de Kl(ε) laisse xe les points d'une des
trois droites passant par ε et éhange les deux points distints de ε sur haune
des deux autres droites. On a 7 points dans P(E), une lasse de onjugaison de
7 groupes St(ε) et une lasse de onjugaison de 7 groupes de Klein Kl(ε).
1.3 Sous-groupes d'ordre 8 et involutions. Il s'agit de la lasse de onjugaison des
2-Sylow(s). Dans haque groupe isomorphe à S4, on a trois sous-groupes diédraux
de ardinal 8. Un 2-Sylow est don ontenu dans St(D)∩St(ε) où D est une droite
et ε un point. Néessairement, ε ∈ D, sinon ε est un point du repère P(E) \D et
St(D) ∩ St(ε) ∼ S3 est le stabilisateur de ε dans St(D) ∼ S4.
Un 2-Sylow est don le stabilisateur St(D, ε) d'un ouple (D, ε) où D est une
droite et ε un point de D. On a 7 droites et sur haune 3 points. On a don 21
ouples (D, ε). La lasse de onjugaison des 2-Sylow(s) est de ardinal 21.
Toute involution étant ontenue dans un 2-Sylow, les involutions de G sont
elles mises en évidene préédemment : e sont des paires de transpositions
disjointes (a, b), (c, d) où le quadriltaère a, b, c, d est un repère projetif de P(E).
On a 7 tels quadrilatères et pour haun d'eux 3 telles involutions. Les involutions
de G forment une lasse de onjugaison de ardinal 21.
On a une bijetion anonique de l'ensemble des 21 2-Sylow(s) sur l'ensemble
des 21 involutions : à tout 2-Sylow St(D, ε), on assoie l'involution τD,ε telle que
{I, τD,ε} soit le entre de St(D, ε). Si a, b, c, d sont les 4 points de P(E) \ D,
hoisissant les notations de sorte que les droites (ab) et (cd) se oupent en ε, alors
τD,ε éhange a et b et éhange c et d. On a {I, τD,ε} = Kl(D) ∩Kl(ε).
1.4 Sous-groupes d'ordre 3 et 6. Soit D une droite de P(E). Alors P(E) \D est
un quadrilatère et le groupe St(D) est isomorphe à S4. À tout ε ∈ P(E) \ D
est assoié le groupe St(D, ε) ∼ S3 laissant stables D et ε et le sous-groupe
Γ(D, ε) ∼ A3 formé de deux permutations irulaires sur les 3 points de D et sur
les 3 points du triangle omplémentaire de D∪{ε}. Les groupes Γ(D, ε) sont des
3-Sylow(s). Comme les 3-Sylow(s) sont onjugués, ils sont tous de e type.
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On a 7 possibilités pour la droiteD et 7−3 = 4 possibilités pour le point ε /∈ D.
On a don 7 × 4 = 28 sous-groupes du type St(D, ε) ∼ S3 et 28 sous-groupes
Γ(D, ε) ∼ A3.
1.5 Les lasses de onjugaison des groupes isomorphes à S4 omme F2-plans pro-
jetifs en dualité. Les sous-groupes de G isomorphes à S4 se rangent en deux
lasses de onjugaison : les 7 stabilisateurs de point St(ε) où ε ∈ P , les 7 stabil-
isateurs de droite St(D) où D ∈ P ∗. On trouve les relations d'inidene :
- Soit A,B deux droites distintes se oupant en ε, C la troisième droite
passant par ε. On a St(A) ∩ St(B) = St(C, ε) = {I, τC,ε}. De même, soit a, b
deux points distints de P(E), c le troisième point de la droite D = (ab). Alors
St(a) ∩ St(b) = St(D, c) = {I, τD,c}.
- Soit D une droite, ε /∈ D un point, alors St(D) ∩ St(ε) = St(D, ε) ∼ S3.
- Soit D une droite, ε ∈ D un point, alors St(D) ∩ St(ε) = St(D, ε) est
diédral de ardinal 8.
Proposition 2. Soit P, P ∗ les deux lasses de onjugaison de sous-groupes iso-
morphes à S4. Soit S, S
′
deux sous-groupes de P ∪ P ∗.
- S∩S ′ est de ardinal 2 si et seulement si S et S ′ sont dans la même lasse
de onjugaison.
- S ∩S ′ ∼ S3 si et seulement si S et S
′
ne sont pas dans la même lasse de
onjugaison et ne sont pas en inidene.
- S ∩S ′ est diédral de ardinal 8 si et seulement si S et S ′ ne sont pas dans
la même lasse de onjugaison et sont en inidene.
1.6 Sous-groupes d'ordre 7 de G. Ils onstituent l'ensemble F des 7-Sylow(s). On
va raisonner dans le adre vetoriel. L'extension F8 de F2 est une F2-algèbre de
rang 3. Le groupe multipliatif F×8 est ylique d'ordre 7. Les éléments de F
×
8
se rangent en deux lasses x, x2, x4 et x−1, x−2, x−4, raines des deux polynmes
irrédutibles de degré 3 :
P (X) = X3 +X + 1 , Q(X) = X3 +X2 + 1
Dans G, on a deux lasses P et Q d'éléments d'ordre 7 selon que le polynme
minimal est P (X) ou Q(X).
Soit B(E) l'ensemble des bases de E. On a une appliation B(E)→ P assoiant
à la base (−→e1 ,
−→e2 ,
−→e3 ) l'appliation dont la matrie dans ette base est la matrie
ompagnon de P (X) : 
 0 0 11 0 1
0 1 0


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Cette appliation est surjetive. En eet, soit f admettant P (X) pour polynme
aratéristique. Comme P (X) est irrédutible, f n'a auun veteur propre et
admet la matrie ompagnon de P (X) dans toute base
(−→e1 , f(−→e1 ), f 2(−→e1 )). Ainsi,
P et Q sont les deux lasses de onjugaison des éléments d'ordre 7 de G.
Soit
−→e1 6=
−→
0 . L'appliation f 7→
(
f(−→e1 ), f
2(−→e1 )
)
est don une bijetion de
P sur l'ensemble des ouples de veteurs (−→e2 ,
−→e3 ) tels que (
−→e1 ,
−→e2 ,
−→e3 ) soit base
de E. On a 8 − 2 = 6 possibilités pour −→e2 et 8 − 4 = 4 possibilités pour
−→e3 .
Ainsi, Card(P) = 6 × 4 = 24. Les éléments de P se rangent en 8 paquets de 3
élements (f, f 2, f 4) engendrant le même groupe M = 〈f〉 = 〈f 2〉 = 〈f 4〉 d'ordre
7. L'ensemble F des sous-groupes d'ordre 7 est don de ardinal 8.
Considérons un tel sous-groupe M et ses générateurs f, f 2, f 4 appartenant à
P. Comme le oeient de X2 dans P est nul, pour tout −→ε 6=
−→
0 ∈ E, on a
f(−→ε ) + f 2(−→ε ) + f 4(−→ε ) =
−→
0 . Considérant la droite vetorielle ∆ = {
−→
0 ,−→ε } et
le plan vetoriel Π =
{−→
0 , f(−→ε ), f 2(−→ε ), f 4(−→ε )
}
, on a E = ∆⊕Π. La donnée du
groupe M = 〈f〉 = 〈f 2〉 = 〈f 4〉 induit une orientation sur le plan Π en prenant la
permutation irulaire
(
f(−→ε ), f 2(−→ε ), f 4(−→ε )
)
, indépendante du générateur f ∈
P ∩ M . Ainsi, la donnée d'un M ∈ F détermine 7 déompositions orientées
E = ∆ ⊕ Π où ∆ = {
−→
0 ,−→ε } et Π =
{−→
0 , f(−→ε ), f 2(−→ε ), f 4(−→ε )
}
muni de la
permutation irulaire
(
f(−→ε ), f 2(−→ε ), f 4(−→ε )
)
ave f ∈ P ∩M .
✁
✁
✁
✁
✁
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❅✟✟
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❍❍
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▲
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▲
▲
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▲
f3(ε)
f5(ε) f6(ε)f(ε)
f4(ε)
f2(ε)
ε
Pour tout k ∈ Z, les points fk(ε), fk+1(ε), fk+3(ε) sont alignés.
1.7 Remarques. Le groupe G donné abstraitement peut être onsidéré de deux
façons omme groupe des homographies d'un F2-plan projetif P selon que l'on
hoisit pour P l'une ou l'autre des deux lasses de onjugaison de sous-groupes
isomorphes à S4. Le groupe Aut(G) des automorphismes de G est de ardinal 336,
un automorphisme étant intérieur ou non selon qu'il laisse stables ou éhange es
deux lasses de onjugaison.
Cei permet de montrer que G apparait aussi omme isomorphe à PSL(2,F7),
Aut(G) étant alors isomorphe à PGL(2,F7). Dans F7, j = 2 et j
2 = 4 sont raines
ubique de l'unité. Soit ∆ est une F7-droite projetive. Appelons tétraèdre tout
quadruplet de birapport −j ou −j2, i.e. de stabilisateur isomorphe à A4. Si
[a1, a2, a3, a4] = −j, on dénit a
′
1, a
′
2, a
′
3, a
′
4 par les égalités
[a′1, a2, a3, a4] = [a1, a
′
2, a3, a4] = [a1, a2, a
′
3, a4] = [a1, a2, a3, a
′
4] = −j
2
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On a alors le tétraèdre symétrique [a′1, a
′
2, a
′
3, a
′
4] = −j
2
. L'adjontion des té-
traèdres symétriques A = (a1, a2, a3, a4) et A
′ = (a′1, a
′
2, a
′
3, a
′
4) forme le ube
(A,A′) = (a1, a2, a3, a4)(a
′
1, a
′
2, a
′
3, a
′
4). On montre que l'on a 14 ubes, i.e. 14
façons de partager ∆ en deux tétraèdres symétriques. L'ation de PSL(∆) dénit
deux orbites P et P ∗ sur l'ensemble des ubes ave des relations d'inidene per-
mettant de onsidérer P, P ∗ omme deux F2-plans projetifs et PSL(∆) omme
le groupe des homographies de P et P ∗. Par exemple, on montre que deux ubes
(A,A′) et (B,B′) sont dans deux orbites distintes et non en inidene si et seule-
ment si CardA ∩ B = CardA′ ∩ B′ et CardA ∩ B′ = CardA′ ∩ B sont impairs,
i.e. valent 1 ou 3.
Dans ette optique, on a une bijetion anonique ∆ → F , m 7→ M où le
normalisateur N(M) de M est le stabilisteur du point m de ∆. Cette bijetion
détermine sur F une struture anonique de F7-droite projetive. L'ation de G
sur F par onjugaison permet d'identier G à PSL(F).
On a deux types d'ations dèles de G sur un ensemble X de ardinal 8 :
- une ation à deux orbites de ardinal 1 et 7 dénissant sur X une struture
de F2-espae vetoriel de dimension 3,
- une ation transitive déterminant sur X une struture de F7-droite pro-
jetive par une bijetion F → X .
2. Struture d'espae affine sur F
2.1 Sous-groupes d'ordre 21. Soit M un sous-groupe d'ordre 7. Formons le nor-
malisateur N(M), plus grand sous-groupe dans lequel M est distingué.
Le groupe M oïnide ave son ommutant. En eet, si h ommute ave f ∈
P ∩ M , omme le polynme minimal de f est P (X), de degré 3, don égal
au polynme aratéristique, E est ylique pour f et h appartient à l'algèbre
F2[f ] ∼ F2[X ]/(P ) ∼ F8 des appliations linéaires polynomiales en f . Cette
algèbre se déduit de M par adjontion de l'appliation nulle.
Soit g ∈ N(M). L'automorphisme h 7→ ghg−1 laisse P∩M =
{
f, f 2, f 4
}
stable.
Si et automorphisme laisse xe un élément de
{
f, f 2, f 4
}
, on peut supposer
que 'est f . On a alors gf = fg, don g ∈M .
Si g /∈ M , et automorphisme induit une permutation irulaire sur
{
f, f 2, f 4
}
et g3 ∈M . Comme g opère sur P(E) de ardinal 7, en le déomposant en yles
disjoints, on voit que son ordre ne peut être 21, don est néessairement 3. Deux
as sont à envisager :
- gfg−1 = f 2 , gf 2g−1 = f 4 , gf 4g−1 = f ,
- gfg−1 = f 4 , gf 2g−1 = f , gf 4g−1 = f 2.
8 R. GOBLOT
Dénition On dira que g est relié à M dans le premier as. Il s'agit bien d'une
relation entre g et M ar si elle est vraie pour un f ∈ P ∩M , elle est aussi vraie
pour les autres éléments f 2, f 4 de P ∩M .
Supposons g relié àM . Soit ε le point xe de g. Les relations g(ε) = ε, gf = f 2g,
gf 2 = f 4g, gf 4 = fg impliquent que gf(ε) = f 2(ε), gf 2(ε) = f 4(ε), gf 4(ε) =
f(ε). Autrement dit, la droite stable par g est
{
f(ε), f 2(ε), f 4(ε)
}
.
Inversement, soit un point ε ∈ P(E) et la droite
{
f(ε), f 2(ε), f 4(ε)
}
. Dénis-
sons g par g(ε) = ε, g
(
f(ε)
)
= f 2(ε), g
(
f 2(ε)
)
= f 4(ε). Comme g respete
l'alignement, on a g
(
f 4(ε)
)
= f(ε), g
(
f 3(ε)
)
= f 6(ε), g
(
f 6(ε)
)
= f 5(ε), g
(
f 5(ε)
)
=
f 3(ε). D'où l'on déduit que g ∈ N(M) est relié àM . On a don autant d'éléments
g d'ordre 3 reliés à M que de points ε ∈ P(E), 'est-à-dire 7. Leurs arrés g2 sont
les 7 autres éléments d'ordre 3 de N(M).
Remarquons que la donnée d'un groupe M d'ordre 7 détermine sur P(E) une
struture de F7-droite ane pour laquelle M est le groupe des translations. Le
groupe N(M), de ardinal 21, apparait alors omme groupe des homothéties-
translations de rapport 1, 2, 4 (les arrés de F7). C'est le produit semi-diret de
M par haun de ses 7 sous-groupes d'ordre 3 (Cf. 1.7).
Un élément g d'ordre 3 est relié à un unique sous-groupe d'ordre 7. En eet,
soit ε le point xe de g,
{
e, g(e), g2(e)
}
la droite laissée stable par g, alors g est
relié au groupe M = 〈f〉 où f(ε) = e, f 2(ε) = g(e), f 4(ε) = g2(e). Remplaer f
par f 2 ou f 4 revient à faire une permutation irulaire sur e, g(e), g2(e). Cei se
résume dans la dénition et la proposition suivantes
Dénition Soit M un groupe d'ordre 7, P ∩M =
{
f, f 2, f 4
}
. Un élément g
d'ordre 3 est relié à M s'il vérie les trois onditions (équivalentes) suivantes :(
gfg−1 = f 2
)
⇐⇒
(
gf 2g−1 = f 4
)
⇐⇒
(
gf 4g−1 = f
)
Proposition 3. Tout élément g d'ordre 3 est relié à un unique groupe M d'ordre
7. Si ε ∈ P est le point xe de g et si P∩M =
{
f, f 2, f 4
}
, alors
{
f(ε), f 2(ε), f 4(ε)
}
est la droite stable par g.
Le groupe 〈g〉 = 〈g2〉 d'ordre 3, de point xe ε, est relié à deux groupes M et
M ′ d'ordre 7 où, ave P ∩M =
{
f, f 2, f 4
}
et P ∩M ′ =
{
f ′, f ′2, f ′4
}
, on a
f1(ε) = e , f
2
1 (ε) = g(e) , f
4
1 (ε) = g
2(e)
f2(ε) = e , f
2
2 (ε) = g
2(e) , f 42 (ε) = g(e)
2.2 Les 28 3-sylow(s) et les 28 paires de 7-sylow(s). À tout élément g ∈ G d'ordre
3, on assoie le point xe ε et la droite stable orientée
(
e, g(e), g2(e)
)
, puis les
trois éléments f1, f
2
1 , f
4
1 d'ordre 7 appartenant à P dénis par
f1(ε) = e , f
2
1 (ε) = g(e) , f
4
1 (ε) = g
2(e)
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On a ainsi une appliation g 7→M(g) de l'ensemble des 56 éléments d'ordre 3 sur
l'ensemble F des 8 sous-groupes d'ordre 7.
Proposition 4. (i) L'appliation de l'ensemble des 28 sous-groupes d'ordre 3
dans l'ensemble des paires de sous-groupes distints d'ordre 7{
I, g, g2
}
7→
{
M(g),M(g2)
}
est bijetive.
(ii) Étant donné deux ouples (M1,M2) et (M
′
1,M
′
2) d'éléments de F où M1 6=
M2 et M
′
1 6= M
′
2, l'ensemble des h ∈ G tels que hMih
−1 =M ′i pour i ∈ {1, 2} est
de ardinal 3.
(i) C'est une appliation de l'ensemble des 28 sous-groupes d'ordre 3 dans
l'ensemble des C28 = 28 paires
{
M1,M2
}
de sous-groupes distints de F : à Γ ={
I, g, g2
}
on assoie la paire
{
M(g),M(g2)
}
, ave M(g) = 〈f1〉 et M(g
2) = 〈f2〉
où, ε étant le point xe de g et g2,
f1(ε) = e , f
2
1 (ε) = g(e) , f
4
1 (ε) = g
2(e)
f2(ε) = e , f
2
2 (ε) = g
2(e) , f 42 (ε) = g(e)
Pour montrer que ette appliation est bijetive, il sut de voir qu'elle est in-
jetive. Pour g d'ordre 3, les groupesM(g) =M1 etM(g
2) = M2 sont distints et
Γ =
{
I, g, g2
}
est dans l'intersetion des normalisateurs N(M1) ∩ N(M2). S'agis-
sant de groupes de ardinal 21, ette intersetion ne peut être que de ardinal 3,
don réduite à Γ qui est don l'unique antéédent de la paire
{
M1,M2
}
.
(ii) On forme N(M1) ∩ N(M2) =
{
I, g, g2
}
et N(M ′1) ∩ N(M
′
2) =
{
I, g′, g′2
}
où
g (resp. g2) est relié à M1 (resp. M2) et g
′
(resp. g′2) est relié à M ′1 (resp. M
′
2).
Comme M1 (resp. M
′
1) est l'unique groupe de F relié à g (resp. g
′
), l'ensemble
des h herhé est exatement l'ensemble{
h ∈ G | g′ = hgh−1
}
Il est bien de ardinal 3 ar le ommutant d'un élément g ∈ G d'ordre 3 est
〈g〉 =
{
I, g, g2
}
de ardinal 3.
En partiulier, l'ensemble des s ∈ G tels que M2 = sM1s
−1
et M1 = sM2s
−1
est onstitué des trois involutions du normalisateur N(Γ) ∼ S3 où Γ = 〈g〉 =
N(M1) ∩ N(M2).
2.3 Struture de F2-espae ane. Soit M1 et M2 deux groupes distints de F .
L'intersetion des normalisateurs N(M1)∩N(M2) est un groupe Γ d'ordre 3. Si ε
est le point laissé xe par Γ, on pose
−−−→
M1M 2 =
−−−→
M2M1 =
−→ε ∈ E.
Il s'agit de montrer la relation de Chasles : si M,M1,M2 sont trois points
distints de F , alors
−−−−→
M1M2 =
−−−→
M1M +
−−−→
MM2
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Il existe g1 et g2 d'ordre 3 tels que g1 et g2 soient tous deux reliés à M , g
2
1 relié à
M1 et g
2
2 relié à M2. Autrement dit,
Γ1 = N(M) ∩ N(M1) =
{
I, g1, g
2
1
}
, Γ2 = N(M) ∩N(M2) =
{
I, g2, g
2
2
}
pour f ∈ P ∩M , f1 ∈ P ∩M1, f2 ∈ P ∩M2, on a
g1fg
−1
1 = g2fg
−1
2 = f
2 , g21f1g
−2
1 = f
2
1 , g
2
2f2g
−2
2 = f
2
2
Si ε1 et ε2 sont les points xes de g1 et g2, on a
−−−→
MM1 =
−→ε1 et
−−−→
MM2 =
−→ε2 .
On va montrer qu'il existe deux ouples d'involutions (s′1, s
′
2) et (s
′′
1, s
′′
2) dans
N(Γ1)×N(Γ2) tels que s
′ = s′1s
′
2 = s
′
2s
′
1 et s
′′ = s′′1s
′′
2 = s
′′
2s
′′
1 soient des involutions.
On aura alors M2 = s
′M1s
′ = s′′M1s
′′
. On vériera que g = s′s′′ est d'ordre 3
appartenant à N(M1) ∩ N(M2). Si ε est le point xe de g, on aura
−−−−→
M1M2 =
−→ε .
On vériera alors la relation de Chasles :
−→ε1 +
−→ε2 +
−→ε =
−→
0 .
Soit e ∈ P(E). Il existe i et j tels que ε1 = f
i(e) et ε2 = f
j(e). Les droites sta-
bles de g1 et g2 sont respetivement
{
f i+1(e), f i+2(e), f i+4(e)
}
et
{
f j+1(e), f j+2(e), f j+4(e)
}
.
Ces droites ont un point ommun. On peut hoisir le générateur f ∈ P ∩M et
les indies 1 et 2 de sorte que e point ommun soit f i+2(e) = f j+1(e), i.e. que
j = i + 1. Pour alléger les notations, on pose ek = f
k(e). Alors g1 et g2 ont les
déompositions en yles disjoints
g1 = (ei)(ei+1, ei+2, ei+4)(ei+3, ei+6, ei+5)
g2 = (ei+1)(ei+2, ei+3, ei+5)(ei+4, ei, ei+6)
On trouve alors dans les normalisateurs de Γ1 et Γ2 les involutions, haune
omposée de deux transpositions disjointes
s′1 = (ei+2, ei+4)(ei+6, ei+5) , s
′
2 = (ei+2, ei+5)(ei+4, ei+6)
s′′1 = (ei+1, ei+4)(ei+3, ei+5) , s
′′
2 = (ei+3, ei+5)(ei, ei+6)
On a alors
s′ = s′1s
′
2 = s
′
2s
′
1 = (ei+2, ei+6)(ei+4, ei+5)
s′′ = s′′1s
′′
2 = s
′
2s
′′
1 = (ei, ei+6)(ei+4, ei+1)
On en déduit l'élément d'ordre 3
g = s′s′′ = (ei+3)(ei, ei+2, ei+6)(ei+1, ei+5, ei+4)
On a don
−→ε =
−−−−→
M1M2 =
−−→ei+3. D'où
−→ε1 +
−→ε2 +
−→ε = −→ei +
−−→ei+1 +
−−→ei+3 =
−→
0
Vérions que pour tout h ∈ G, l'appliation h˜ : M 7→ hMh−1 est ane, d'ap-
pliation linéaire assoiée h. Soit M1 et M2 dans F , f1 ∈ P ∩M1, f2 ∈ P ∩M2, g
d'ordre 3 tels que gf1g
−1 = f 21 et g
2f2g
−2 = f 22 . Soit h˜ l'automorphisme intérieur
de G déduit de h. On aura h˜(g)h˜(f1)h˜(g)
−1 = h˜(f1)
2
, h˜(g)2h˜(f2)h˜(g)
−2 = h˜(f2)
2
.
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Si ε est le point xe de g, h(ε) est le point xe de h˜(g), don posant M ′1 = h˜(M1)
et M ′2 = h˜(M2), on a bien
−−−−→
M ′1M
′
2 = h(
−→ε ) = h(
−−−−→
M1M2)
Remarque. Le dual E∗ opère anoniquement sur F ainsi : étant donné M1,M2 de
F , on forme N(M1)∩N(M2) =
{
I, g, g2
}
. Au lieu de onsidérer le veteur xe
−→ε
de g, on onsidère le plan vetoriel stable et la forme linéaire←−u ∈ E∗ dont il est
noyau. On pose alors
←−−−−
M1M2 =
←−u ∈ E∗. On obtient une struture de F2-espae
ane duale de la première. On n'a pas les mêmes parallélogrammes.
Soit M1,M2,M
′
1,M
′
2 distints dans F , 〈g〉 = N(M1) ∩ N(M2), 〈g
′〉 = N(M ′1) ∩
N(M ′2). Si on avait simultanément
−−−−→
M1M1 =
−−−−→
M ′1M
′
2 =
−→ε et
←−−−−
M1M2 =
←−−−−
M ′1M
′
2 =
←−u
on aurait g(−→ε ) = g′(−→ε ) = −→ε et g(ker u) = g′(ker u) = ker u. Comme E =
Vect(−→ε ) ⊕ ker u, on aurait g′ = g ou g′ = g2. Par la proposition 3, on aurait{
M1,M2
}
=
{
M ′1,M
′
2
}
.
3. Groupe affine en dimension 3
Soit E un F2-espae ane de dimension 3, E le F2-espae vetoriel assoié, G
le groupe ane, G le groupe linéaire. Le sous-groupe T des translations est formé
de l'identité et de 7 translations non nulles qui sont involutives. Les F2-espaes
anes E et F ont le même espae vetoriel assoié E. En revanhe, le groupe ane
G n'opère pas anoniquement sur F et il n'existe pas d'isomorphisme anonique
reliant E et F .
3.1 L'espae ane E ′. L'ensemble E ′ des isomorphismes anes E ′ → F induisant
l'identité sur l'espae E des veteurs est un espae ane de dimension 3 sur F2
admettant E pour espae des veteurs et G pour groupe ane.
Deux isomorphismes θ1, θ2 : E → F se déduisent l'un de l'autre par une trans-
lation de veteur
−→v ∈ E : pour tout m ∈ E , on a
−−−−−−−−→
θ1(m)θ2(m) =
−→v . On pose
alors
−−→
θ1θ2 =
−→v .
Le groupe G opère anoniquement sur E ′ : Soit ϕ ∈ G, ϕ ∈ G l'appliation
linéaire assoiée et θ ∈ E ′. On note enore ϕ l'appliation ane inversible M 7→
ϕMϕ−1 de F sur lui-même. On pose alors ϕ(θ) = ϕ ◦ θ ◦ ϕ−1.
Dans es onditions, E s'identie anoniquement à l'espae des isomorphismes
anes E ′ → F induisant l'identité sur E : à m ∈ E , on assoie l'isomorphisme
θ 7→ θ(m) de E ′ sur F .
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3.2 Sous-groupes d'ordre 7 et 21. Soit f ∈ G tel que f soit d'ordre 7. Alors 1 n'est
pas valeur propre don f a un unique point xe m ∈ E . La surjetion anonique
G → G induit un isomorphisme 〈f〉 ∼ 〈f〉. Ainsi, l'ensemble F × E s'identie à
l'ensembleQ des sous-groupes d'ordre 7 de G en posant pour tout (M,m) ∈ F×E
[M,m] =
{
h ∈ G | h(m) = m et h ∈M
}
Soit f un générateur de [M,m]. Pour tout g du normalisateurN[M,m], gfg−1 ∈
N[M,m]. Comme gfg−1 admet g(m) pour point xe, m = g(m) ar gfg−1,
générateur de [M,m], admet m pour unique point xe. L'appliation g 7→ g
induit don un isomorphisme entre les normalisateurs N[M,m] → N(M). On a
don
N[M,m] =
{
g ∈ G | g(m) = m et g ∈ N(M)
}
3.3 Setions du groupe linéaire vers le groupe ane. Soit A,B deux groupes de F ,
a, b deux points de E . Si les ouples (A, a) et (B, b) sont distints, les groupes [A, a]
et [B, b] sont distints. L'appliation g 7→ g induit des isomorphismes N[A, a] →
N(A) et N[B, b]→ N(B). Par e qui préède, on a
N[A, a] ∩N[B, b] =
{
g ∈ G | g(a) = a , g(b) = b , g ∈ N(A) ∩ N(B)
}
Si les ouples (A, a) et (B, b) sont distints, N[A, a] ∩ N[B, b] n'est pas réduit à
l'identité dans les trois as suivants :
- A = B et a 6= b : Soit γ l'unique rotation vetorielle d'ordre 3 reliée à A
telle que γ(
−→
ab) =
−→
ab (Cf. 2.1, prop.3). Soit g ∈ G tel que g = γ et g(a) = a. Il est
lair que 〈g〉 = N[A, a] ∩N[B, b].
- A 6= B et a = b : Soit γ tel que 〈γ〉 = N(A) ∩ N(B) et g tel que g = γ et
g(a) = a. Il est lair que 〈g〉 = N[A, a] ∩ N[B, b].
- Supposons A 6= B et a 6= b. Pour que g ∈ N[A, a] ∩ N[B, b], il faut et il
sut que g(a) = a, g(b) = b et g ∈ N(A) ∩ N(B). On pourra prendre g distinte
de l'identité si et seulement si
−→
AB =
−→
ab au sens de la struture ane dénie sur
F en 2.3.
Une première lasse de setions est formées des sa : f 7→ fa où a ∈ E , fa étant
l'appliation ane de point xe a et d'appliation linéaire assoiée f .
Il existe 8 isomorphismes anes E → F induisant l'identité sur l'espae E des
veteurs. Ils se déduisent les uns des autres par des translations. On détermine
l'un d'eux θ en xant l'image A = θ(a) ∈ F d'un point a ∈ E . Pour tout m ∈ E ,
M = θ(m) est donné par
−−→
AM = −→am. Considérons la setion anonique (Cf.2.3)
de G vers le groupe ane de F assoiant à f ∈ G l'appliation ane
f˜ : F → F , M 7→ fMf−1
L'appliation σθ : f 7→ θ
−1 ◦ f˜ ◦ θ onstitue une setion appartenant à une autre
famille de 8 setions.
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Soit h ∈ G d'ordre 3 ou 7. Alors il existe M ∈ F tel que h ∈ N(M). On a
hMh−1 = M , don σθ(h) = hm (mais m = θ
−1(M) n'est pas xe).
Réiproquement, soit une setion s : G → G. Considérons deux sous-groupes
A,B distints de F . Alors N(A) ∩ N(B) = 〈γ〉 où γ est d'ordre 3. On a s(A) =
[A, a] et s(B) = [B, b] où (A, a) et (B, b) sont dans F × E , ensemble des sous-
groupes d'ordre 7 de G et s(γ) = g ∈ N[A, a] ∩ N[B, b]. D'après e qui préède,
ou bien a = b, ou bien
−→
AB =
−→
ab.
Supposons que s n'est pas du type sa. Il existe A,B dans F tels que a 6= b. Soit
alors M ∈ F distints de A et B et s(M) = [M,m]. Si on avait m = a, on aurait
m 6= b, don
−−→
BM =
−→
bm =
−→
ba =
−→
BA e qui est impossible ar M 6= A. Ainsi, m
est distint de a, b et on a −→am =
−−→
AM pour tout M ∈ F .
La setion s induit don un isomorphisme θ : E → F , m 7→ M induisant
l'identité sur l'espae E des veteurs. On voit alors que s = σθ ar s et σθ
oïnident en les éléments d'ordre 3 ou 7 qui engendrent le groupe G.
Les espaes anes isomorphes E ,F , E ′ ont même espae vetoriel E, don même
groupe linéaire G et même ensemble F . Les espaes E et E ′ jouent le même rle
l'un par rapport à l'autre. En revanhe, le groupe ane G de E et E ′ ne s'identie
pas anoniquement au groupe ane de F . Par exemple, on a 8 isomorphismes du
groupe ane G de E sur le groupe ane de F de la forme f 7→ θfθ−1 où θ ∈ E ′.
Remarque. À tout θ ∈ E ′ est assoiée une ation transitive de G sur E via la
setion σθ : G →֒ G. Appliquant la remarque 1.7, on peut assoier à tout θ ∈ E
′
une struture de F7-droite projetive ∆θ(E) sur E . On a 7 façons de déouper E
en deux plans A,A′ parallèles. On montre que es 7 façons A,A′ sont les ubes
d'une orbite pour ∆θ(E) quel que soit θ ∈ E
′
, l'autre orbite dépendant de θ. Ainsi,
l'espae E ′ s'identie à l'ensemble de es 8 strutures de F7-droites projetives de
E .
3.4 L'ensemble E1 = E ∪ E
′
omme F2-espae ane de dimension 4. Soit T1 le
groupe des automorphismes de G induisant l'identité sur T et sur G = G/T . À
tout
−→v ∈ E, on assoie l'automorphisme intérieur t̂−→v : ϕ 7→ t−→v ◦ ϕ ◦ t−→v . On a
ainsi une inlusion t−→v 7→ t̂−→v de T dans T1.
Soit s : G →֒ G une setion. On en déduit une bijetion du produit ensembliste
E ×G sur G, (−→v , f) 7→ t−→v ◦ s(f). Pour
−→u ,−→v dans E et f, g dans G, on a
t−→u ◦ s(f) ◦ t−→v ◦ s(g) = t−→u ◦
(
s(f) ◦ t−→v ◦ ◦s(f
−1)
)
◦ s(f) ◦ s(g) = t−→u ◦ tf(−→v ) ◦ s(fg)
En transportant la struture de groupe de G sur l'ensemble T × G par ette
bijetion, on obtient la loi de groupe sur l'ensemble T ×G(−→u , f)(−→v , g) = (−→u + f(−→v ), fg)
où l'image du sous-groupe (s(G) (resp. T ) est le sous-groupe des (
−→
0 , f) (resp. le
sous-groupe distingué des (−→v , IE)).
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Un automorphisme Φ de G induisant l'identité sur le sous-groupe T et sur le
quotient G = G/T se traduit par un automorphisme de E ×G de la forme
(−→v , f) 7→ (−→v +−→ϕ (f), f)
Le fait qu'il s'agit d'un automorphisme se traduit pour l'appliation
−→ϕ : G→ E
par la propriété
∀(f, g) ∈ G×G , −→ϕ (fg) = f
(−→ϕ (g))+−→ϕ (f)
L'appliation Φ 7→ −→ϕ est une bijetion de T1 sur l'ensemble E1 des appliations
G→ E vériant ette propriété. La struture de F2-espae vetoriel de E induit
une struture de F2-espae vetoriel sur E1 : l'addition de E1 est dénie omme
suit :
∀(−→ϕ ,
−→
ψ ) ∈ E1 ×E1 , ∀f ∈ G ,
(−→ϕ +−→ψ )(f) = −→ϕ (f) +−→ψ (f)
On vérie aussi que la bijetion Φ 7→ −→ϕ de T1 sur E1 est un isomorphisme de
groupes, d'où la ommutativité de T1. L'inlusion T →֒ T1 se traduit par une
inlusion E →֒ E1 : au veteur
−→v est assoiée l'appliation f 7→ −→v − f(−→v ) de G
vers E.
La ommutativité de T1 permet de vérier que et isomorphisme T → E1,
Φ 7→ −→ϕ est anonique, i.e. ne dépend pas de la setion s : G →֒ G hoisie pour le
dénir.
Le groupe T1 opère simplement transitivement sur l'ensemble des setions E1 =
E ∪ E ′ : pour s ∈ E ∪ E ′ et Φ ∈ T1, on pose Φ(s) = Φ ◦ s.
L'ensemble E1 = E ∪E
′
apparait alors omme un F2-espae ane de dimension
4, d'espae vetoriel E1, de groupe des translations T1, E et E
′
étant les deux
hyperplans parallèles de diretion E.
Le quotient E1/E ∼ T1/T , non trivial ar de ardinal 2, est le premier groupe
de ohomologieH1ψ(G,E), ψ étant l'isomorphismeG→ Aut(E) induit par l'opéra-
tion de G sur E.
4. F2-espaes affines de dimensions supérieures
4.1. Soit E un F2-espae ane de dimension n ≥ 4, de groupe ane G, de groupe
linéaire G, d'espae vetoriel assoié E. Alors le ardinal de G est égal au nombre
de bases, i.e.
CardG = (2n − 1)(2n − 2) · · · (2n − 2n−1)
= = (2n − 1)(2n−1 − 1) · · · (22 − 1)21+2+···+(n−1)
= (2n − 1)(2n−1 − 1) · · · (22 − 1)2
n(n−1)
2
CardG = 2nCardG = (2n − 1)(2n−1 − 1) · · · (22 − 1)2
n(n+1)
2
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Supposons qu'il existe une setion s : G → G non du type sa. Montrons alors
que s(G) agit transitivement sur E .
Considérons l'extension F2 →֒ F2n . Dans le groupe ylique F
×
2n existe un
élément d'ordre 2n − 1 de polynme minimal P (X) irrédutible sur F2 de degré
n. Il existe don dans G des appliations d'ordre 2n − 1 de polynme minimal
P (X). Comme 1 n'est pas valeur propre de f , tout relèvement de f dans G a
un unique point xe dans E . Il existe don a ∈ E tel que s(f) = fa et les deux
orbites du groupe ylique 〈fa〉 sont {a} et E \ {a}. Comme {a} n'est pas une
orbite pour s(G), l'ation de s(G) est bien transitive.
4.2 Cas n = 4. On a dans G deux sortes d'appliations d'ordre 3 selon que le
polynme minimal est X3−1 ou X2+X+1. On s'intéresse aux groupes yliques
du deuxième type. On raisonne dans l'espae projetif P = P(E) de dimension 3
et de ardinal 16− 1 = 15. Un tel groupe γ dénit 5 = 15
3
orbites sur P qui sont
des droites disjointes.
On onsidère les triplets γ,D1, D2 où D1, D2 sont deux orbites de γ. La donnée
de D1, D2 et de deux permutations irulaires sur D1, D2 détermine γ. À deux
droites disjointes D1, D2 orrespondent deux permutations irulaires sur haque
droite, don deux groupes ayant D1, D2 pour orbites.
L'ensemble des droites de P(E) est de ardinal 1
3
C215 =
14×15
6
= 35. L'ensemble
des paires de droites est de ardinal C235 = 17 × 35. On a 15 plans projetifs
dans P(E) et dans haun d'eux 7 droites, don C27 = 21 paires de droites. On
a don 15 × 21 = 9 × 35 paires de droites oplanaires. On a don (17 − 9) ×
35 = 8 × 35 = 280 paires de droites disjointes. D'où 280 × 2 = 560 triplets
(γ,D1, D2) = (γ,D2, D1). Pour haque groupe γ, on a 5 orbites, don C
2
5 = 10
paires D1, D2. On en déduit que le nombre de groupes γ est
560
10
= 56.
Comme 1 n'est pas valeur propre de es appliations d'ordre 3, tout groupe γ
se relève en un groupe γm où m ∈ E . S'il existait une setion s : G→ G sans point
xe, les 16 stabilisteurs pour l'ation de s(G) seraient tous onjugués. Comme 16
ne divise pas 56, il est impossible que les groupes γ se répartissent équitablement
entre les 16 points de E .
Ainsi, le théorème est démontré dans le as n = 4. Cei permet d'envisager une
réurrene.
4.3 Groupes de Klein de transvetions. Soit
−→ε ∈ E et u ∈ E∗, non nuls tels que
u(−→ε ) = 0. La transvetion vetorielle t−→ε ,u est dénie par
t−→ε ,u :
−→x 7→ −→x + u(−→x )−→ε
Elle induit l'identité sur ker u et la translation de veteur −→ε sur l'hyperplan ane
des
−→x tels que u(−→x ) = 1. Elle est involutive.
On a deux lasses de onjugaison de sous-groupes ommutatifs de transvetions
de G de ardinal 2n−1 :
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- à u ∈ E∗, on assoie Tu = {t−→ε ,u |
−→ε ∈ E et u(−→ε ) = 0}
- à
−→ε ∈ E, on assoie T−→ε = {t−→ε ,u | u ∈ E
∗
et u(−→ε ) = 0}
On vérie que :
∀u ∈ E∗ , ∀(−→ε1 ,
−→ε2) ∈ E ×E , t−→ε1,u ◦ t−→ε2,u = t−→ε1+−→ε2,u
∀−→ε ∈ E , ∀(u1, u2) ∈ E
∗ ×E∗ , t−→ε ,u1 ◦ t−→ε ,u2 = t−→ε ,u1+u2
Les appliations anes admettant la transvetion vetorielle t−→ε ,u pour appli-
ation linéaire assoiée ne sont en général pas involutives. Celles qui le sont sont
d'un des deux types suivants :
- les 2 transvetions anes du type t−→ε ,A induisant l'identité sur un hyperplan
ane A de diretion ker u et la translation de veteur −→ε sur l'hyperplan parallèle,
- les 2n−1 − 2 relèvements anes involutifs sans points xes t
A,−→α ;B,
−→
β
où A
et B sont les hyperplans de diretion ker u et −→α +
−→
β = −→ε , induisant sur les
hyperplans anes A et B les translations de veteurs −→α et
−→
β .
On a deux types de groupes de Klein de transvetions vetorielles :
K−→ε ,u,v,w =
{
IE , t−→ε ,u, t−→ε ,v, t−→ε ,w
}
où u+ v + w = 0
K−→
ξ ,−→η ,
−→
ζ ,u
=
{
IE , t−→ξ ,u, t−→η ,u, t−→ζ ,u
}
où
−→
ξ +−→η +
−→
ζ =
−→
0
4.4 Lemme fondamental. Soit u, v, w des formes linéaires distintes vériant u+
v + w = 0, −→ε un veteur non nul, s : G →֒ G une setion, Γ = s
(
K−→ε ,u,v,w
)
.
Alors, si la dimension est n ≥ 4, les éléments de Γ distints de l'identité sont des
transvetions anes d'hyperplans onourants.
Le système de formes linéaires (u, v, w) se relève de 8 façons en un système
de formes anes de somme onstante sur E . On note enore (u, v, w) un des 4
relèvements de formes anes de somme identiquement nulle sur E . Considérons
les 8 hyperplans anes
U0 =
{
m ∈ E | u(m) = 0
}
, U1 =
{
m ∈ E | u(m) = 1
}
V0 =
{
m ∈ E | v(m) = 0
}
, V1 =
{
m ∈ E | v(m) = 1
}
W0 =
{
m ∈ E | w(m) = 0
}
, W1 =
{
m ∈ E | w(m) = 1
}
Supposons Γ formé des relèvements anes
tu = tU0,−→u0;U1,−→u1 , tv = tV0,−→v0;V1,−→v1 , tw = tW0,−→w0;W1,−→w1
ave
−→u0 +
−→u1 =
−→ε dans ker u
−→v0 +
−→v1 =
−→ε dans ker v
−→w0 +
−→w1 =
−→ε dans kerw
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On a les deux séries d'égalités
−→u0 +
−→v0 +
−→w0 =
−→u0 +
−→v1 +
−→w1 =
−→u1 +
−→v0 +
−→w1 =
−→u1 +
−→v1 +
−→w0 =
−→α
−→u1 +
−→v1 +
−→w1 =
−→u1 +
−→v0 +
−→w0 =
−→u0 +
−→v1 +
−→w0 =
−→u0 +
−→v0 +
−→w1 =
−→
β
ave
−→α +
−→
β = −→ε . L'hyperplan ane U0 =
(
U0 ∩ V0 ∩W0
)
∪
(
U0 ∩ V1 ∩W1) est
stable par tu.
- a) Supposons qu'il existe m ∈ U0 ∩ V0 ∩W0 tel que tu(m) = m +
−→u0 ∈
U0 ∩ V1 ∩W1. Alors
−→u0 /∈ ker v ∪ kerw et v(
−→u0) = w(
−→u0) = 1. On a
m+−→u0 +
−→v1 =
(
tv ◦ tu)(m) = tw(m) = m+
−→w0
don
−→
β = −→u0 +
−→v1 +
−→w0 =
−→
0 et −→α = −→ε .
- b) Supposons qu'il existe m ∈ U0 ∩ V0 ∩ W0 tel que tu(m) = m +
−→u0 ∈
U0 ∩ V0 ∩W0. Alors
−→u0 ∈ ker u ∩ ker v ∩ kerw et v(
−→u0) = w(
−→u0) = 0. On a
m+−→u0 +
−→v0 =
(
tv ◦ tu)(m) = tw(m) = m+
−→w0
don
−→α = −→u0 +
−→v0 +
−→w0 =
−→
0 et
−→
β = −→ε .
Comme la dimension est n > 3, dimker u ≥ 3. Il existe don une forme linéaire
non nulle v′ 6= u telle que le plan vetoriel {
−→
0 ,−→ε ,−→u0,
−→u1} soit ontenu dans ker v
′
,
don aussi dans kerw′ où w′ = u+ v′. Le sous-groupe Γ′ = s
(
K−→ε ,u,v′,w′
)
vérie la
ondition b). Comme K−→ε ,u,v,w est onjugué de K−→ε ,u,v′,w′ dans G, Γ
′ = s
(
K−→ε ,u,v′,w′
)
et Γ = s
(
K−→ε ,u,v,w
)
sont onjugués dans s(G). Ainsi, Γ vérie la ondition b).
Les sous-espaes anes U0∩V0∩W0 sont don stables par tu. En faisant varier
les formes linéaires v et w, on voit nalement que les droites de U0 sont toutes
stables par tu, don que
−→u0 =
−→ε , −→u1 =
−→
0 , d'où tu est la transvetion ane
d'hyperplan U0 de veteur
−→ε .
Comme toute transvetion vetorielle appartient à un groupe du type K−→ε ,u,v,w,
on déduit du lemme le orollaire i-dessous :
Corollaire L'image d'une transvetion vetorielle par une setion s : G →֒ G
est une transvetion ane.
Dans la suite, pour montrer le théorème, on suppose la dimension n ≥ 5,
l'hypothèse de réurrene étant que le théorème est supposé vrai en dimension
n − 1. On donne une setion s : G →֒ G. Il s'agit de montrer qu'elle est du type
sa où a ∈ E .
4.5 Le groupe Su où u ∈ E
∗
. Soit u ∈ E∗ un forme linéaire non nulle. On forme
le sous-groupe de G
Su = {f ∈ G | u ◦ f = u}
Alors Su opère sur les hyperplans stables vetoriel et ane
Fu,0 = ker u = {
−→x ∈ E | u(−→x ) = 0} , Fu,1 = {
−→x ∈ E | u(−→x ) = 1}
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L'ation de Su sur Fu,1 permet d'identier Su au groupe ane. Alors Fu,0 s'identie
à l'espae des veteurs de Fu,1. L'appliation Su → Fu,0 assoiant à f ∈ Su
sa restrition à Fu,0 est la surjetion anonique du groupe ane sur le groupe
linéaire. Le noyau Tu, groupe des transvetions d'hyperplan Fu,0, s'identie au
groupe des translations de l'espae ane Fu,1, la transvetion t−→ε ,u s'identiant à
la translation de veteur
−→ε .
L'hypothèse de réurrene permet d'armer que les setions GL(Fu,0) →֒ Su
envoient GL(Fu,0) en des sous-groupes de Su de la forme
G−→
δ ,u
= {f ∈ Su | f(
−→
δ ) =
−→
δ } = {f ∈ G | f(
−→
δ ) =
−→
δ et u ◦ f = u}
Soit A,B les deux hyperplans de E de diretion Fu,0. Pour qu'une appliation
ane ait son appliation linéaire assoiée dans Su, il faut et il sut que les hy-
perplans A et B, ou bien soient stables, ou bien soient éhangés. Ces appliations
anes forment un sous-groupe Ku admettant pour sous-groupe d'indie 2 le sous-
groupe Hu des appliations anes laissant A et B stables.
Montrons que Su n'a pas de sous-groupes d'indie 2. Comme les groupes linéaires
sont simples en dimension au moins 3, les G−→
δ ,u
sont ontenus dans tout sous-
groupe d'indie 2 de Su. Il sut de montrer que Su est engendré par les sous-
groupes G−→
δ ,u
.
Soit
−→ε ∈ Fu,0,
−→
δ /∈ Fu,0,
−→
δ1 =
−→
δ +−→ε . Soit f ∈ G−→
δ ,u
et f1 ∈ G−→δ1 ,u de même
appliation linéaire assoiée g. Alors f1 ◦ f
−1
envoie
−→
δ en g(
−→
δ ) +−→ε don est la
transvetion de veteur g(
−→
δ ) +
−→
δ +−→ε . Comme g(
−→
δ ) peut être pris quelonque
dans Fu,1, toute transvetion est dans le sous-groupe engendré par les G−→δ ,u.
La setion s envoie don Su dans le sous-groupe Hu des appliations anes
laissant les hyperplans parallèles A et B stables. Soit A et B les groupes anes
de A et B. En prenant les restritions à A et B des s(f) où f ∈ Su, on a
des morphismes Su → A et Su → B dont les noyaux ne sont formés que de
transvetions. Pour tout
−→
δ ∈ Fu,1, les restritions de es morphismes à G−→δ ,u
donnent des morphismes injetifs G−→
δ ,u
→֒ A et G−→
δ ,u
→֒ B qu'on peut onsidérer
omme des setions du groupe linéaire dans le groupe ane en dimension n− 1.
L'hypothèse de réurrene permet d'armer qu'il existe a ∈ A et b ∈ B xes par
tout s(g) où g ∈ G−→
δ ,u
.
Ainsi, pour toute setion s : G →֒ G et tout sous-groupe G−→
δ ,u
⊂ G, il existe
a ∈ A et b ∈ B tels que
−→
ab =
−→
δ et que s(G−→
δ ,u
) soit le sous-groupe Ga,b,u ⊂ G
des appliations anes de E laissant xes les points a et b, stables les hyperplans
A = a + Fu,0 et B = b+ Fu,0.
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4.6 Lemme. Soit s : G →֒ G une setion et u ∈ E∗ une forme linéaire non nulle.
Il existe un unique point a ∈ E xe pour toutes les appliations de s(Su).
Soit
−→ε1 dans Fu,0,
−→
δ et
−→
δ1 =
−→
δ +−→ε1 dans Fu,1, on a G−→δ1 ,u = t
−→ε1,uG−→δ ,ut−→ε1,u. Par
4.4, s(t−→σ ,u) est une transvetion de veteur
−→ε1 et d'hyperplan A ou B. Posant
s(G−→
δ ,u
) = Ga,b,u et s
(
G−→
δ1 ,u
)
= Ga1,b1,u, par onjugaison, la transvetion ane
s(t−→ε1,u) envoie a et b en a1 et b1. On a don ou bien a1 = a et b1 = b+
−→ε1 , ou bien
a1 = a+
−→ε1 et b1 = b.
Soit
−→ε2 6=
−→ε1 dans Fu,0 et
−→
δ2 =
−→
δ1 +
−→ε2 , s(G−→δ2 ,u) = Ga2,b2,u. Supposons
−→
bb1 =
−→ε1 .
Alors
−→
bb2 =
−→
bb1 +
−−→
b1b2 =
−→ε1 +
−−→
b1b2 est égal à
−→
0 ou −→ε1 +
−→ε2 . Comme
−−→
b1b2 vaut
−→
0
ou
−→ε2 , la seule possibilité est
−−→
b1b2 =
−→ε2 et
−→
bb2 =
−→ε1 +
−→ε2 . On a alors a = a1 = a2.
Les groupes s(G−→
δ ,u
) sont don tous de la forme Ga,b,u où a ∈ A est indépendant
de
−→
δ . Comme les s(G−→
δ ,u
) engendrent s(Su), a est bien point xe de toutes les
appliations de s(Su).
On obtient l'uniité de a ainsi. Soit
−→
δ et
−→
δ1 distints dans Fu,1, f ∈ G−→δ ,u
(resp. f1 ∈ G−→δ1 ,u) admettant
−→
δ (resp.
−→
δ1 ) pour unique veteur xe. Alors s(f)
(resp. s(f1)) admet a et b = a +
−→
δ (resp. a et b1 = a +
−→
δ1 ) pour seuls points
xes. Comme b 6= b1, a est l'unique point xe ommun aux s(g) où g dérit Su.
Ce point a dépendant à priori de u, on le note au.
4.7 Fin de la preuve. Supposons que la setion s : G →֒ G ne soit pas du type
sa. Par 4.1, l'ation de s(G) sur E serait transitive. Tout point de E serait d'au
moins une façon de la forme au où u ∈ E
∗
, u 6= 0. C'est impossible ar il n'existe
que 2n − 1 formes linéaires non nulles et 2n points dans E .
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